
удк 55і.4.013 : 551 .435.3 

ДМИТРИЕВ В. А., един н. в.. 
математическая модель разв ития 

абразионно-денудационного берега 

Надводный береговой обрыв, или клин, в подавляющем большинстве 
случаев представляет собой достаточно крутую, иногда почти вертикаль- 
ную поверхность. Высота лифа может достигать сотен метров. Его по 
верность разрушается под воздействием факторов денудации, а основа 
н е  подрезается абразией. В связи с таким механизмом разрушения не 
которые берега (например, северо-восточного сектора Черного моря) по 
лучили название абразионно-денудационных. 

Обломочньlй материал, поступающий на пляж с поверхности разку 
шлющегося клифта, оказывает влияние на скорость абразии [1, 21, а 
через нее и на интенсивность денудации (чем больше уклон лифа, тем ин~ 
тенсивнее денудация). Таким образом, скорости абразии и денудации 
оказываются взаимозависимыми. Некоторые качественные закономерно- 
сти абразионно-денудационного процесса рассмотрены авторами ранее 
131. Математическая модель, описывающая этот процесс, предложена 
А. М. Трофимовым и В. ~М. Московкиным [4]. Однако они не рассматри- 
вают воздействие на береговой склон обломочного материала. В протес 
сах же подобного типа благодаря ему осуществляется обратная отрица 
тельная связь, поддерживающая некоторый средний темп отступания 
берега [ І ] .  В настоящей статье предлагается достаточно простая мо- 
дель, описывающая эволюцию лифа под воздействием абразии и дену 
далии, учитывающая их взаимное влияние дРУг на друга. 

Сечение поверено-сти лифа вертикальной плоскостью, перпендику 
лярвой к берегу, в большинстве случаев представляет собой линию, очень 
близкую к прямой. Поэтому в случае плоской задачи лиф будем аппрок- 
симировать прямой АВ, наклоненной к плоскости горизонта под углом (р 
(рис. І ) .  В целях упрощения анализа будем полагать, что высота лифа 
не меняется вдоль оси ОХ. 

В результате действия абразии и денудации лиф АВ изменяет свое 
положение на плоскости. При этом абразия, подрезая основание клифа- 
тем самым увеличивает его уклон. Денудация же выхолаживает лиф, 
делает его более пологим. Поэтому со временем формируется такой 
уклон лифа, при к_отором абразия и денудация взаимно уравновешива- 
ются [З]. Сопоставим модель такого процесса. 

Из треугольника АВС находим 
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Будем полагать, как это принято в теоретической геоморфологии [5] 
что интенсивность денудации пропорциональна крутизне склона. На 
новации этого запишем 
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факторов денудации, 1:-некоторый коэффициент, характеризующий 
устойчивость к денудации пород лифа, имеющий размерность (год). 
Более подробно его физический смысл будет обсуждаться ниже. 

Вращение лифа АВ представляет собой сумму вращений под дейст- 
вием абразии и денудации. Сложив (2) и (З), получим 
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Запишем теперь уравнение баланса обломочного материала на пляже 
(аналог уравнения, взятого из работы [6]) ь 
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Здесь первое слагаемое в правой части представляет собой объем мате- 
риала, поступившего в единицу времени с клифта. Второе слагаемое ха- 
рактеризует объем материала, потерянного в результате истирания, 
третье-объем материала неабразионного происхождения (выносы рек, 
искусственная подсыпка и др.), поступившего на пляж. ПО -- объем обло- 
мочного материала на единице длины 
берега, м3/м, а-доля пляжеобразую- 
щего материала в породах лифа, А - 
коэффициент, зависящий от прочности 
породы и волнового режима. 

При прочих равных условиях ско- 
рость абразии У зависит от объема об- 
ломочного материала на пляже [ І, 2, 
7]. Эта зависимость в наиболее общем 
виде записывается так [6] : 

. с1х 97 + 8 

сіі (ш  +д.г)2 9 

= У = В  (6) 
Дтіе//д I'/0,0/7 

п 

/////
/////

////і
т-- 

/ /  
I / / / / / 7 д / /  А! с 

в 
/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

Н 

где В, є, г -  некоторые коэффициенты, 
характеризующие абразию конкретно- 
го участка берега. 

Таким образом, для описания изу- 
чаемого процесса составлена система 
трех дифференциальных уравнений (4)-(6) с тремя неизвестными (р, ПО, 
Х. Проведем вначале некоторые теоретические исследования. 

Рассмотрим вопрос о том, как изменяется поверхность лифа под дей- 
ствием только денудации. Этот процесс описывает уравнение (З). Его ре- 
шение имеет вид 

Рис. 1. Схема эволюции клифта 
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где (ро-начальный угол наклона лифа. Отсюда видно, что интенсив- 
ность денудации снижается во времени по экспонєнтє. Коэффициент т 
определяет, таким образом, время, необходимое для того, чтобы исход- 
ное значение величины зап ф0 уменьшилось в е раз. 

Рассмотренная задача имеет непосредственное отношение к пробле- 
ме укрепления абразионных берегов. Нами [2]  показано, что одним из 
способов укрепления многих участков берега северо-восточного сектора 
Черного моря является изъятие с пляжа обломочного материала, кото- 
рый во много раз усиливает абразионное воздействие волн (породы здесь 
настолько прочные, что волны сами по себе их не разрушают). в этом 
случае решение (7) показывает, как будет изменяться уклон лифа, если 
обломочный материал, поставляемый на пляж денудацией, регулярно 
убирать из береговой зоны. Нетрудно рассчитать по уравнению (5) и 
объем поступающего в результате денудации обломочного материала, 
что необходимо для перспективного планирования берегозащитных ме- 
роприятий. - 
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Некоторые важные особенности изучаемого процесса могут быть вы- 
явлены при исследовании на. устойчивость решений уравнений (4)-(6) , 
когда правые части этих уравнений принимают значения, близкие к 
нулю. 

Особый интерес представляет анализ проведения решений системы 
уравнений (4)-(6), когда одновременно у двух уравнений обращаются 
в нуль правые части. Например, если ср-›0 и П7-›0, то 

. со ди/ сіХ Ф -› 0. 
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Такое состояние берегового откоса можно охарактеризовать как устой- 
чивое с неограниченным ростом объема пляжа и уменьшением наклона 
лифа. Это пример перехода абразионного процесса в аккумулятивный 

в результате поступления в береговую зону большого объема обломочно- 
го материала. Такая ситуация возникает при т< 1/ 
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Случаю ср=<р11: соответствует неустойчивое состояние системы. При не- 
значительных флуктуациях берег становится либо аккумулятивным (при 
А\Х7>0), либо абразионным (А\ї7<0). Соотношение ср=(р2* характеризу- 
ет устойчивое состояние абразионно-денудационного берега, при кото- 
ром угол наклона клифта всегда больше 45о. При незначительных флук- 
туациях 117 процесс всегда переходит во времени в стадию динамического 
равновесия. і 

По предложенной модели выполнены расчеты эволюции лифа для 
двух достаточно хорошо изученных участков побережья Черного моря: 
один из них характеризуется интенсивной (мыс Бурнас), другой-сла- 
бой (северо-восточное побережье) абразией. 

В расчетах для северо-восточного побережья мы принимаем [2]: В= 
=0,04 м/год, є=0,0025 мз/м, г=1  м3/м,'А= 10 мз/м-год, Н=50 м, а=0,3, 
т=5-  104 лет. Это соответствует абразии с максимальной скоростью от- 
ступания берега 1 см/год. За год истирается примерно 10% пляжевого 
материала. Начальные условия принимались такими: при і=0, Х=0, 
ЪХ7=5 мз/м, ср0=9о, 18-81о. Результаты расчетов представлены на рис. 2. 
Они показали следующее. В течение первых десятков лет пляжевый ма- 
териал от исходного значения (5 м3/м) уменьшается до величины 0,8 м3/ 
[м, а затем, по мере приближения уклона к динамически устойчивому 
состоянию, увеличивается до 1,2 мЗ/м (таков, кстати, порядок реального 
объема обломочного материала на данном берегу). В этом, как бы сба- 
лансированном, состоянии с берега поступает такой же объем материа- 
ла, какой истирается в прибойной зоне. 

Величина отступания берега и скорость абразии в области устойчиво- 
го решения практически не зависят от исходного уклона лифа. Во време- 
ни У-›сопз'с. Угол (р во времени также стремится к постоянному значе- 
нию ср; (на рис. 2 <р2*=82о). Критическое значение ср1 ж, разделяющее зоны 
устойчивых решений, здесь составляет примерно 15о. 

Расчеты для мыса Бурнас приведены по данным работы [7]. Абрази- 
онному процессу, протекающему там, соответствуют следующие значения 
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Рис, 2. Эволюция абразионно-денудационных берегов северо- 
восточного сектора Черного моря по модели (4), (5), (7) 

Изменение во времени: а . объема обломочного материала, 
б - величины отступания берега, в - угла наклона клифта 

параметров: В=40 м/год, ее мз/год, го мз/м, А=60 мз/м-год, Н=  
= 15 м, а=0,02, 1:=5О лет. Результаты расчета представлены на рис. 3. 
Объем обломочного материала на пляже в стадии динамического равно- 
весия составляет примерно 11 мЗ/м, что несколько больше его реального 
объема (10,4 мз/м- [7]) .  Основные закономерности процесса здесь те 
же, что и в предыдущем случае, но иной временной масштаб. Расчеты 
показали, что если исходный уклон лифа мал, то объем обломочного 
материала, поступающего в результате денудации, может быть так ве- 
лик, что берег из абразионного становится аккумулятивным. Реально это 
соответствует случаю, когда берег сложен легко разрушаемыми суглинка- 
ми, содержащими большой процент песка. У берегов, сложенньlх прочны- 
ми породами, склоны зарастают, что резко снижает интенсивность дену- 
дации. Здесь, при малой исходной крутизне склона, формируется новый 
лиф. Такой же результат возможен при усилении абразии. Если лиф 

достаточно высок, он не может быстро отреагировать на изменившиеся 
условия увеличением уклона всей своей поверхности. В таком 'случае у 
основания формируется как бы новый лиф, более крутой, чем исходный. 
Уклон лифа у основания здесь значительно больше, чем в его верхней 
части. Теория показывает, что если интенсивность абразии не уменьшит- 
ся, то со временем уклон всего лифа увеличится до его уклона в ниж- 
ней части. 

Рассмотрен вопрос о зависимости скорости абразии от интенсивности 
денудации. Для этого в расчетах значение 1: варьировалось в определен- 
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Рис. 3. Эволюция абразионно-денудационных берегов района 
мыса Бургас 

Усл. обоза. см. рис. 2 

ных пределах при прочих одинаковых параметрах. Расчеты выполнены 
для указанных выше типов берегов. Применительно к условиям мыса 
Бурнас т варьировалась в пределах от 20 до 100 лет (через 10 лет). 
Оказалось, что при малых 1: (слабой устойчивости пород по отношению к 
денудации) абразионный берег довольно быстро становится аккумуля- 
тивным. При т>40 лет этого не происходит, берег все время развивается 
как абразионный. Но в такой ситуации величина его отступания (а сле- 
довательно, и скорость абразии) практически не зависит от т. Этот же 
результат получен и для северо-восточных берегов Черного моря. Он по- 
казывает, что в обоих случаях ведущим (определяющим) является абра- 
зия, а денудация в целом приспосабливается к скорости абразии. При 
этом от т зависит время перехода процесса из начального состояния в 
стадию динамического равновесия -чем больше т, тем меньше это вре- 
мя. На переходном этапе У очень слабо зависит от 1:. 
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На побережье северо-восточного сектора Черного моря имеется ряд 
участков (например, возле пос. Архипо-Осиповка), где породы в значи- 
тельно большей степени подвержены денудации, чем на соседних участ- 
:ках. Казалось бы, что и скорость абразии здесь должна быть больше. 
Однако ни наши многолетние натурные наблюдения за абразией [2],ни 
геометрия береговой линии не показывают этого. 

Остановимся теперь на вопросе определения т. В данной работе он 
решен таким образом- Для указанных типов берегов составлены н0м(). 

граммы зависимости угла ф2* в стадии динамического равновесия от т и 
Н по уравнению (4). По ним для конкретного участка берега по высоте 
лифа и его уклону определялось значение т. При этом предполагалось, 

'что в настоящее время процесс находится в стадии динамического равно- 
весия. в заключение отметим следующее. Как показали расчеты, абразион- 
но-денудационный процесс, так же как и абразионный [ І ] ,  из начально- 
то состояния со временем переходит в стадию динамического равнове- 
=~сия, кото_рая характеризуется неизменностью скоростей абразии и дену- 
дации. Этот процесс -устойчив относительно внешних воздействий. Роль 
обратной отрицательной связи здесь играет обломочный материал. Это 
позволяет использовать его как инструмент управления интенсивностью 
абразии. Предлагаемая теория открывает, таким образом, новые воз- 

• можности защиты абразионных берегов. 
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матнематіс мооеь ог Ѕеа соаЅт во/оштюы 
вне то магме вкозіоы амп о)еі\ші)атіоі\і 

вмхткпзч у. а.. еЅіп м. ў. 

Ѕцттагу 

А ТЫ/о-дітепзіопаі ргоЬІеш от Сыче сlіїї зигїасе е\/оlиііоп аз сопзісїегеєі іа1<іп3 іпіо 
ассоипі Ше тагіпе аЬгазіоп аші ёеписїаііоп ргосеззез. Т11е ечоіиііоп із с1е5сгіЬе<і изіпд 
а зет: от Гее (їіїїегепііаі есдиаііопз. \У11еп апаіузесі Ше ециаііопз геvеа1е<1 Те ехізіепсе 
~ої Ъххго геєіте от ±11е тагіпе егозіоп апсі депшіаііоп ргосезз, опе от Те гедіте Ьеіпд 
11пз±аЬ1е. Оссазіопаі іпсгеазе іп <1еЬгіз э11рр1у Ио Нее Ьеасll тау сабзе і11е ігапзіїіоп їгогп 
егоЅіопаl Ио ассити1а±і\/е ауре от соазі. 1\Іитегіса1 зошііопз от Те есдиаііопз аге оЬ±аіпе<і 
\х111ісІ1 <1езсгіЬе Те сііїї ее/оіиііоп аи ішо зііез от Сыче ВІас1< Ѕеа соазі. А іесічпіцие от Те 
егозіоп соеїїісіепі саlсцlа±іоп аз іпігосіисесі, їіеісі оЬзег\/аііопз дата Ьеіпд изест оп ±Іlе 
саісціаііопз. 


